Rekursjon Kap.7 sommeisos

e Rekursjon som
programmerings-
teknikk
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Rekursiv tenkning

e Rekursjon er en programmeringsteknikk der
en metode kan kalle seg selv for a lgse
problemet.

* En rekursiv definisjon er en definisjon som
bruker ord eller begreper som er definert |
selve definisjonen.

* | noen situasjoner kan en rekursiv definisjon
veere en passende mate a uttrykke et begrep

pa.
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Rekursive definisjoner

o Gitt fglgende liste av tall:
24, 88, 40, 37

e En slik liste kan defineres rekursivt.:

En LISTE er et: tall
eller et: tall komma LISTE

 Dvs., en LISTE kan veere et tall, eller et tall
etterfulgt av et komma etterfulgt av en
LISTE. Begrepet LISTE blir brukt til &
definere seg selv.
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FIGURE 7.1 Gjennomga den
rekursive definisjonen av en liste.

LIST: number comma LIST

24 - 88, 40, 37
number comma LIST
88 ; 40, 37
number comma LIST
40 - 37
number

37
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Uendelig rekursjon

Alle rekursive definisjoner ma ha en ikke-
rekursiv del.

Hvis de ikke har, sa er det ingen mate a
terminere den rekursive stien pa.

En definisjon uten en ikke-rekursiv del
forarsaker en uendelig rekursjon.

Dette problemet ligner pa en uendelig lgkke- -
-- med definisjonen selv som forarsaker den
uendelig lgkkegjennomgang.

Den ikke-rekursive delen er ofte kalt basis-
tilfellet.
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Rekursive definisjoner
« Matematiske formler er ofte uttrykt rekursivt.

« N!, for et positivt heltall N, er definert a veere
oroduktet av alle helltall mellom 1 og N
Inkludert.

« Definisjonen av fakultet kan uttrykkes
rekursivt.:

11 = 1
NI = N * (N-1)!

 Ettall vi tar fakultet av er definert ved ledd av
et annet tall vi tar fakultet av og dette gjentas
Inntil basistilfellet er 1!
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Rekursiv programmering
 En metode | Java kan kalle seg selv.
Hvis den er satt opp pa denne maten kalles
den en rekursiv metode.

o Koden til en rekursiv metode ma struktureres
for a handtere bade basistilfelle(r) og det
rekursive kallet.

o Hvert rekursive kall settes opp med nye
parametre og nye lokale variable.

« Nar metoden fullfgres vil kontrollen returnere
til den metoden som kalte den (en annen
forekomst av seg selv).
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Generelt for rekursive metodekall

F()
Gjare litt
Kall — E(*
Gjgre resten T ( ) .
Y Gjare litt
F(*)

Kall /| _ _
\ Gjere resten | Gjore litt

-— Kall
Giore resten—_|_| F(*)
T~ Gjare litt
mgte utgang

Gjare resten
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Realisering vha systemstabel

* Ved hvert rekursivt kall stables det pa en
ramme som utgjar plass til:
- parametre, eventuell returverdi, og
returadresse.

Etter n kall vil vi ha n slike
rammer pa systemstabelen.

 Ved hver retur fra en rekursiv metode

stables det av en slik ramme.

Gitt at metoden har en returverdi. Nar
rekursjonen er ferdig, vil svaret ligge pa
systemstabelen.

Vi behgver ikke vite hvordan en slik ramme
ser ut for a kunne programmere rekursivt.
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Rekursiv programmering

* Vi betrakter problemet med a beregne
summen av alle tall mellom 1 og N
iInkludert.

e Hvis N er 5 vil summen veere
e 1+2+3+4+5

* Problemet kan uttrykkes rekursivt ved:
Summen av 1til N er N pluss
summen av 1 til N-1
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FIGURE 7.2 Summen av tallene 1 til N,
definert rekursivt.

N N-I N-2
Yi=N+ D i=N+N-1+ )i
i=1 i=1 i=1

N-3
=N+ N-1 + N=2 +Zi
=1

=N+ N-1 + N-2 + ... + 2 + 1
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Rekursiv programmering

% public Int sum(int n){//Summere
* //de n fgrste positive heltall
Tk int result;
it (n == 1)

result = 1;
else

result = n + sum(n-1);
return result;
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FIGURE 7.3
Rekursive kall til metoden sum.

result = 4 + sum(3)

result 3 + sum(2)
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Krav til rekursive lgsninger:

& % * Delproblemet er mindre enn hele
2% problemet.

* Delproblemet kan enten Igses direkte
(basistilfelle) eller rekursivt ved rekursive
kall.

PN . Lasningen av delproblemet kan
kombineres med Igsninger av andre
delproblemer for a oppna lgsningen til
hele problemet.
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Rekursjon som velegnet problem-
lasningsteknikk

» Nar problemet naturlig kan deles |
mindre enklere deloppgaver som ligner
pa hverandre og videre at vi far enklere
og mer elegant kode.

 Pga alle metodekall og bruk av stabel
vil det alltid eksistere en ikke-rekursiv
lgsning som er mer effektiv.

Copyright © 2005 Pearson Addison-Wesley. All rights reserved. 10-15



Rekursjon vs. Iterasjon

* Rekursjon:
- Bruk av kontrollstruktur: (if, if else,...)

- Gjentatt metodekall

* |terasjon:
- Bruk av lgkkestruktur(for, while,...)
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Labyrint(eks. pa fornuftig bruk av rekursjon)

 La oss bruke rekursjon for a finne en sti
gjennom en labyrint.

e Det fins en sti gjennom labyrinten fra
lokasjon x hvis det fins en sti fra en av
nabolokasjonene til x.

* Vi merker hver lokasjon vi besgker
som “besgkt” og forsgker a finne en sti
fra en av de ubesgkte naboene.
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Labyrint

» Rekursjon vil bli brukt til & holde rede
pa stien gjennom labyrinten.
Realiseringen bakom rekursjon er en
“run-time”-stabel.

 Basis-tilfellene er:

— En blokkert lokasjon, eller

— at mal nas.
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B Listing 7.1
' :;f‘ class Labyrintspill{//Oppretter en
NS nylabyrint, skriver ut opprinnelige

form, pregver a lgse og skriver ut den
endellge formen.

public static void main (String[] args){

Labyrint labyrint = new Labyrint();
System.out.printin(labyrint);

if (labyrint.gjennomga(0, 0))

System.out.printin ('Labyrinten
ble gjennomgaatt!");

else

System.out.println (''Det var i1ngen
mulig sti.");

System.out.printin (labyrint);

by
}//metode
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Listing 7.2
Representerer en labyrint av tegn.
Malet er a ga fra gvre venstre hjgrne

til nedre hgyre hjgrne ved a falge en
sti av 1l"enere

class Labyrint{
private final Int FORSOKT = 3;
private final Iint STI = 7,

prlvate int[][] gridd = {
,0,1,1,0
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Listing 7.2 (forts.)

/***************************************

Forsgk pa rekursiv
gjennomgang av labyrinten.
Setter 1Inn et spesielt tegn
("3") for a indikere at
lokasjon er blitt forsgkt og
et annet spesielt tegn "7/°
for at lokasjonen eventuelt
er en del av lgsningen.

EAaIR AT I S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S
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s public boolean gjennomga(int rekke, int kolonne) {
boolean ferdig = false;
1T (gyldig (rekke, kolonne)) {
gridd[rekke][kolonne] = FORS@KT;//cellen er forsgkt

iIT (rekke == gridd.length-1 && kolonne ==
gridd[O].lIength-1)

ferdig = true; // spillet er lgst
else{

ferdig = gjennomga(rekke+1,kolonne);// ned
1T (1ferdig)

ferdig = gjennomga(rekke,kolonne+1);// hgyre
1T (1ferdig)

ferdig = gjennomga(rekke-1,kolonne);// opp
1T (1ferdig)

ferdig = gjennomga(rekke,
kolonne-1);//venstre

}

1T (ferdig) //denne lokasjonene er en del av den
endelige stien

gridd[rekke][kolonne] = STI;

}
return ferdig;}//metode
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//Avgjer om en spesifisert lokasjon er
gyldig.

boolean resultat = false;
/*sjekker om cellen er 1nnenfor gridd */

1T(rekke >= 0 && rekke < gridd.length
&& kolonne >= 0 && kolonne <
gridd[rekke].length)

1T (gridd[rekke][kolonne] == 1)
resultat = true;

return resultat;

}//metode
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// Returnerer labyrinten som en streng.
public String toString (O{
String resultat = ""\n'"";

for (int rekke = 0; rekke <
gridd. length; rekke++){

for (int kolonne = 0; kolonne <
gridd[rekke].length;
kolonne++)

resultat += gridd[rekke][kolonne]
+ LI B

resultat += ""\n"";

}

return resultat;

by
}//class
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1110110001111
1011101111001

0000101010100

1110111010111 Kjaring
1010000111001

1011111101111

1000000000000

1111111111111

Labyrinten ble gjennomgaatt!

7770110001111
3077707771001
0000707070300
7770777070333
7070000773003
7077777703333
7000000000000
(777r7r7rrrereeey
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) Tarnene i Hanoi (Eks pa fornuftig bruk av rekursjon)
* Tre pinner og et gitt antall ringer.

* Ringene har ulike stgrrelser og er Initielt
plassert pa en pinne med den starste
ringen pa bunnen og mindre ringer
plassert oppa etter avtagende starrelse
med den minste pa toppen.

« Malet er a flytte alle ringene fra en pinne
til en annen etter fglgende reqgler:

— Kun en ring kan flyttes om gangen.

— En ring kan ikke plasseres over en
mindre.
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FIGURE 7.6
Tarnene i Hanoi
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FIGURE 7.7 Lagsning med tre ringer.

2 | | | =

Original Configuration Fourth Move
First Move Fifth Move
Second Move Sixth Move

== | | | &
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Tarnene i Hanoi (NB! Rekursiv tenkning)

: « For a flytte en stabel av n ringer fra den
. originale startpinnen til malpinnen:
— Flytt de n-1 gverste ringene fra den

opprinnelige pinnen til den ekstra pinnen
(mellom)

— Flytt den stgrste ringen fra den

opprinnelige pinnen til malpinnen.

— Flytt de n-1 ringene fra den ekstra
pinnen til malpinnen.

o Baistilfellet er nar stabelen inneholder kun
en ring.
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Tarnene i Hanoi

 Antall flyttinger gker eksponensielt nar
antall ringer gker.

* Enkel rekursiv Igsning.

* En iterativ Igsning er mye mer

kompleks. (Dere finner kanskje en pa
nettet)
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Listing 7.3, 7.4
// Tarn i Hanoi
class SpillTarnlHanoi{

public static void main

) (String[] args){
TarnlHanor tarn = new
TarnlHanoi (4);

tarn.spill();
" A }//main
=/ }//class
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= // Tarn i Hanoi
4 class TarnlHanoi{
private Int antallRinger;

| mfﬁ.//Setter opp spillet med spesifisert
7 antall ringer.

public TarnlHanoi (int startRinger)
antal IRInger = startRinger;
}//metode

flyttRinger.

Flytter ringene fra tarn 1 til tarn 3
ved a bruke tarn 2.

public void spill(){
flyttRinger (antallRinger, 1, 3, 2);
}//metode

Copyright © 2005 Pearson Addison-Wesley. All rights reserved. 10-32



fra et tarn til et annet ved a flytte
n-1 ringer, deretter flytte en ring og
til slutt flytte den de n-1 ringene.

'fjﬁ”privat? void flyttRinger (int antRinger,
A iInt start, int slutt, Int temp){

i1IT (antRinger == 1)// Basistilfellet
flyttEnRiIng (start, slutt),;
else{//Rolleskifte fra, til, mellom,

flyttRinger (antRinger-1, start,
temp,slutt);

flyttEnRiIng (start, slutt);

flyttRinger (antRinger-1, temp,
slutt,start);

+
}//metode
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/*Skriver ut mellomresultatene
ved Tlytting.

private void flyttEnRing(int
start, Int slutt){

System.out.printin ("Flytt
en ring fra " + start + ”
til 7 + slutt);

}//metode
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Kjgring med 4 ringer, ant flyttinger:24-1= 15
flytt en ring fra 1 til 2

flytt en ring fra 1 til 3
flytt en ring fra 2 til 3
flytt en ring fra 1 til 2
flytt en ring fra 3 til 1
flytt en ring fra 3 til 2
flytt en ring fra 1 til 2
flytt en ring fra 1 til 3
flytt en ring fra 2 til 3
flytt en ring fra 2 til 1
flytt en ring fra 3 til 1
flytt en ring fra 2 til 3
flytt en ring fra 1 til 2
flytt en ring fra 1 til 3
flytt en ring fra 2 til 3
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Analyse av rekursive algoritmer.

« Nar vi analyserer en lgkke, bestemmer
vi orden av lgkkekroppen og

multipliserer med antall ganger lgkken
utfares.

» Rekursiv analyse foregar tilsvarende.

e Vi avgjgr orden av metodekroppen og
multipliserer den med orden av
rekursjonen (antall ganger den
rekursive definisjonen/kall er brukt).
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Analyse AV SUIM (summere de n farste pos. heltall).

public Int sum (Int n){
INt result;
it (n == 1)
result =

else
result = n + sum(n-1);

1;

return result;
}//metode
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Analyse av sum
* Den relevante operasjonen | metoden
@ sum er a legge sammen to verdier, O(1).

1 « n antall ganger rekursive kall.
Rekursjonen er O(n).

 Det betyr at hele algoritmen er O(n).

Copyright © 2005 Pearson Addison-Wesley. All rights reserved. 10-38



Analyse av Tarnene i Hanoi

| Tarnene i Hanoi er starrelsen pa
problemet antall ringer. Operasjonen som
er interessant er flytting av en ring.

"« La a, veere antall flyttinger nar antallet
ringer er n. Med (n-1) ringer vil vi ha
a, , flyttingerog a, =2 a,_;+1.

Se tidligere lysbilde.

o Har vi kun en ring klarer vi oss med en
flytting, slik at a, = 1.

Copyright © 2005 Pearson Addison-Wesley. All rights reserved. 10-39



& Analyse av Tarnene i Hanoi

Unntatt for basistilfellet vil hvert
rekursivt kall resultere 1 to rekursive
kall (2 a,_,).

a,=2a,, +1.

Med n ringer far vi: a, = 2" - 1.

Med 64 ringer far vi (264 - 1) flyttinger

For a lgse et problem med n ringer gjar
vi altsa 2"-1 flyttinger.

Derfor er algoritmen O(2"), altsa
eksponensiell kompleksitet.
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